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Abstract 

In this article, the eigenvalues of the sound equation are used to determine the refractive index of the 

objects. This refractive index helps to extract the acoustic components of the material such as the 

speed of sound in the material. This will help in identifying targets, especially in the field of signal 

processing. For this purpose, a method has been extracted that can be used to establish a relation 

between the eigenvalues and refractive index, which is the main goal of this article. In order to find 

this relation, it is necessary to obtain appropriate basis vectors for the space of problem, so that the 

eigenvectors can be expanded in terms of these bases. Therefore, in this article, the eigenvectors of the 

fourth-order elliptic operator are used as independent bases for the Sobolov space, with the help of 

which the nonlinear eigenvalue problem becomes a matrix relation that can be easily implemented. 

Finally, the proposed method is applied to several objects with different refractive indices and the 

results are compared with the dual space method, which shows that the proposed method has less error 

in reconstructing the refractive index. As the refractive index value increases, the error is also reduced. 
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 صنعتی نوشیروانی بابل، دانشگاه کامپیوتر -هندسی برقمدانشکده 

 82/54/1651: یرش، پذ82/50/1651: یافتدر

 

 چکیده
کنند تنا    شود. اینن ضنریب شکسنت کمن  منی     برای تعیین ضریب شکست اجسام استفاده می یی صوتمقادیر معادله مقاله از ویژهدر این

 علامنت ی پنردازش  خصوص در حوزه در ماده را استخراج نمود. این امر در شناسایی اهداف به یصوتی ماده از قبیل سرعت صوتهای  مؤلفه

شکست ارتباط برقرار کرد  مقادیر و ضریب کم  شایانی خواهد کرد. بدین منظور روشی استخراج شده است که بتوان به کم  آن، بین ویژه

ورد تا بتوان دست آ ی مناسبی را برای فضای مسئله به باشد. برای یافتن این رابطه باید بردارهای پایه همین میکه هدف اصلی این مقاله نیز 

های مستقل برای عنوان پایه ی چهارم بهبردارهای عملگر بیضوی مرتبه ها بسط داد. لذا در این مقاله از ویژه حسب این پایه بردارها را بر ویژه

شنود کنه بنه راحتنی      ی ماتریسنی منی  ی غیرخطی تبدیل به ی  رابطهی مقدار ویژهها مسئله شده که به کم  آنفضای سوبولف استفاده 

های مختلف اعمال گردیده و نتایج حاصنله بنا روش   شکست سازی دارد. در انتها نیز روش پیشنهادی به چندین جسم با ضریب قابلیت پیاده

چنه کنه    باشد و هرشکست برخوردار می تری در بازسازی ضریب پیشنهادی از خطای کمدهد روش فضای دوگان مقایسه شده که نشان می

 شود. تر می شود این خطا نیز کم تر می شکست بزرگ مقدار ضریب

 

 .پراکندگی معکوسی مسئله ،صوتی شکست ضریب ،بردارها ویژه ،مقادیر ویژه :ها کلیدواژه

 

    قدمهم. 0

هنای مختلنف نظنامی،    یکی از نیازهنای اساسنی در حنوزه   

مربوط به تعیین جنن  ینا همنان     غیرهتجاری، پزشکی و 

فیزیکننیم مربننوط بننه اجسننام مختلننف  هننایمؤلفننهتعیننین 

صوتی شکست  ضریبمهم،  های مؤلفهباشد. یکی از این  می

سنرعت  تنوان  راحتی منی  بهبا داشتن آن که  باشد میجسم 

مقاله هدف این  .[1] استخراج کردرا  در ماده یانتشار صوت

ی معادلنه مقنادیر   ویژهاز روی شکست  این ضریب استخراج

ی مسنالل  گونه مسنالل زینر مجموعنه    این که است، یصوت

 و با عنوان مسنالل  شوند بندی می طبقه پراکندگی معکوس

. در مسنالل پراکنندگی   [8] شوند نیز شناخته می 1پی اِم آی

u معکوس، موج صوتی تابشنی 
i   یشنده  و منوج پراکننده u

s 

چننه کننه مجهننول آن و باشننند مننی جننزم معلومننائ مسننئله

گر جسم پراکنده صوتی شکست ضریب تباشد در حقیق می

تنوان  راحتی منی  ی  ماده بهشکست  ن ضریببا داشت. است


  پاسخگو:نویسنده abrahamzadeh@gmail.com 

1 IMP; Inverse Media Problem 

، سنرعت  یصنوت امنواج  به کم  معادلائ حاکم بر انتشنار  

. محاسنبه نمنود  مقنادیر   ویژهدرون ماده را از روی این  صدا

خصنوص در   بنندی اجسنام بنه    طبقهاین امر در شناسایی و 

در . کمن  شنایانی خواهند کنرد     علامنت ی پردازش حوزه

کنه بنه    اسنت مورها نیاز ی پزشکی، برای شناسایی توحوزه

چننین در   هنم  شده پی بنرده شنود.   یی شناسایجن  توده

از به تعیین ی اکتشافائ میادین نفتی در بستر دریا نیحوزه

باشند کنه از حفناری     هنایی منی  فیزیکنی کنانی   هایمؤلفه

 جننن  اشننیام شناسننایی چنننین هننم اننند. دسننت آمننده بننه

در ین  نیناز اساسنی    بنه   گاهیشده در اعماق دریا  مدفون

اساسنی   هنای  مؤلفه. یکی از گردد مبدل مینظامی ی حوزه

باشنند،  سننام کننه معننرف جننن  و ماهیننت آنننان مننی   اج

لنذا در اینن مقالنه سنعی      .تهاسن  شکست صوتی آن ضریب

شننده روشننی ارالننه شننود کننه بتواننند بننا دقننت خننوبی     

آن مقننادیر  ویننژهشکسننت صننوتی منناده را از روی   ضننریب

بنننرای بازینننابی  هنننایی کنننهروشاز . اسنننتخراج نمایننند

تنوان بنه   منی  انند شکست صوتی اجسام ارالنه شنده   یبضر

شنده اشناره    های فضای دوگان و فضای دوگان اصلاح روش
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هنا دارنند اینن    مشکل بزرگی که این گوننه روش . [2] کرد

هنای حناکم   نظریهکه از نظر عددی ناپایدار بوده و  باشدمی

هنا،   اینن روش پیچیندگی   .دنباشمیکمی پیچیده  هاآنبر 

ی متناسنب بنا هنر    ای فشنرده مربوط به انتخاب مجموعنه 

کنه مبتننی بنر     باشدمیروش دیگر روشی باشد. میمسئله 

مربنوط   مشنکل اینن روش   تنرین عمنده . استسازی  هبهین

 بسنامد که با افنزای    باشدهای موضعی میکمینهحضور  به

متنداول  های  روش[.6] ابدی ها افزای  میکمینهاین  دتعدا

ها معمولاً این روش .دنباش میبرداری  نمونه های دیگر، روش

ی معکنوس، بنه   برای حل مسئلهمشکل همگرایی داشته و 

 [.4، 0] دارند های ورودی نیازتعداد زیادی از داده

نویسندگان مقاله حاضنر  وجود این معایب سبب گردید که 

هنای  کمیننه مشکل که  باشند مندنظامبه دنبال ی  روش 

فشرده را نداشته باشند و از  های موعهموضعی و انتخاب مج

. بدین منظنور در  طرفی همگرایی مسئله نیز تضمین گردد

ارالنه   که ین  روش محاسنباتی   این مقاله سعی شده است

صوتی ی  ماده را به راحتی  شکست ضریبکه بتواند  گردد

کنه   اسنتخراج نمایند   یی صنوت معادلنه مقادیر  ویژهاز روی 

روش در حقیقنت   . اینن باشند منی  پژوه هدف اصلی این 

صننوتی منناده و شکسننت  ضننریبینن  پننل ارتبنناطی بننین 

 . استمتناظر با آن  مقادیر ویژه

صوتی از روی شکست  ضریبیکی از مشکلائ اصلیم یافتن 

1خودالحنناقغیرخطننی بننودن و ، غیرمقننادیر ویننژه
 بننودن

کنه  . روشی باشدمی عملگرها در مسالل پراکندگی معکوس

ی فنوق را در نهاینت بنه    ، مسئلهشودمیدر این مقاله اراله 

و باشد میلحاق نماید که هم خود اماتریسی بیان می شکل

ا رونند  لنذ  تبدیل به ی  مسئله خطی شده است. اینکههم 

تنوان از  نماید و به راحتنی منی  محاسبائ را بسیار ساده می

مسالل خودالحاق بهره برد که از جملنه  به فرضیائ مربوط 

، مقنادیر  وینژه  بنه حقیقنی بنودن   تنوان  منی  هاآنترین  مهم

باشند  شمار منی  بی هاآنو اینکه تعداد  هاآنگسسته بودن 

 کرد.اشاره 

پراکنندگی  جایی که فضای حنل مسنئله در مسنالل    از آن 

راکننندگی مسننتقیم، فضننای ، بننرخلاف مسننالل پمعکننوس

ی اینن   تنوان از توابنپ پاینه   باشد لذا دیگر نمیهیلبرئ نمی


1 Non-self adjoint 

لننذا بننرای حننل ایننن مشننکل و بننرای اسننتفاده کننرد.  فضننا

های مناسبی را برای  پایه بایدسازی روش پیشنهادی،  پیاده

فضای سوبولف، که در حقیقت همان فضنای حنل مسنالل    

 ، پیدا کنرد کنه در اینن مقالنه    باشدمیپراکندگی معکوس 

منورد   هنا آن نی ینافت هنای متعامند و طریقنه   مبحث پاینه 

در انتهنا نینز بنا بررسنی چنندین      . استته بررسی قرار گرف

 هنای یب شکستچندین ماده با ضرمثال عددی و بازسازی 

 .شده است بررسیو دقت روش پیشنهادی  صحتمتفاوئ، 

 

 ها مواد و روش. 2

و  شنده پراکنندگی معکنوس تعرینف     در این بخن ، ابتندا  

گردینده  بینان   یی صنوت معادلنه مقنادیر   ویژهسپ  مفهوم 

در فضای آزاد بنوده   یسرعت صوت 5C رض کنید کهف .است

ای کنه  به گوننه  باشدمی Dدرون جسم  یسرعت صوت C و

 
d

D D R , d ,   2 شکسننت  در ایننن صننورئ ضننریب  3

cn صورئ  به D جسمصوتی 
c

 
  
 

2

0

شود کنه  تعریف می 

، 1 مطناب  شنکل  . باشند می هامجذور نسبت سرعتهمان 

uای موج صوتی صفحه
i گر پراکنده به D که دارای مرز D 

uبرخورد کرده و سنپ  منوج   است  nشکست  و ضریب
s  از

شنده لزومناً ین      پراکننده  . موج صوتیشودآن پراکنده می

   :باشدای نمیموج صفحه




شکست  ضریببا  Dتوسط جسم  ui پراکندگی موج تابشی 0شکل 

 به ابعاد هندسی و جن  usی شده پراکندهمیدان صوتی n،صوتی 

 .باشدمیبسته وا Dی ماده

 

صورئ حاصنل جمنپ اینن     اگر میدان کل موجود در فضا به

iشنننوددو مننوج تعریننف    s
u u u ی گنناه مسنننئله ، آن

 شنود  بندی منی  صورئ زیر فرمول پراکندگی امواج صوتی به

[8-2.] 

(1         )                           d
u k u in R \ D  

2 2 0 

(8                )                      u n k u in D  
2 2 0 

(2 )                                              u u on D
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(6                    )                u u
on D

l l

 

    
    

    

 

D ی جسنم منرز نقاط  یدهنده نشان D   و علامنتd
R \ D 

نیز  l. بردار واحد دنباشمیی نقاط خارج جسم دهنده نشان

نینز   kی مؤلفنه . اسنت  و به سمت خنارج  D عمود بر مرز

 (6)و  (2)باشند. معننادلائ  ثابنت انتشنار منوج صنوتی منی     

دهنند و علامنت   یط مرزی حاکم بر مسئله را نشان میشرا

f
باشد حد زیر می بیانگر: 

(0                    )               f lim f (x l)

x D





   

 

0
0, > 

نیناز   uو ینافتن میندان کنل     (1)( و 8)برای حل معادلائ 

مشننخب باشنند. در  nکننه مقنندار ضننریب شکسننت  اسننت

و  باشند منی مجهنول   nشکسنت   معکوس، ضنریب  ی مسئله

کنه آن را   باشند منی جزم معلومائ مسنئله   uمیدان صوتی 

دسنت آورد. مسنالل پراکنندگی     گینری بنه  اندازه توان بامی

1معکوس
 ًکنه   باشنند منی خودالحناق  غیرخطنی و غیر  ذاتنا

کنند. حنال در اینن    همین امر مسئله را کمی پیچیده منی 

کننه بتننوان بننه کمنن  آن   شننودمننیلننه اار روشننیمقالننه 

 هنای مؤلفنه از روی  شکست صوتی ماده را به راحتی ضریب

اینن   مهنم  هنای مؤلفهستخراج نمود. یکی از میدان صوتی ا

. قبنل از  اسنت م دلخواه صوتی ی  جسمقادیر  ویژه ،مسئله

ر ادامنه  د شود کنه  مشخبمقادیر  ویژهد مفهوم بای هر چیز

ای رابطنه و سنپ    پرداختنه مقنادیر   وینژه اینن  به معرفنی  

شکست را از  که بتوان از طری  آن ضریب شوداستخراج می

 استخراج نمود.مقادیر  ویژهروی 

معادلائ هلمهلتز زینر درون   درq و pتوابپ فرض کنید که

 صدق نمایند: Dجسم 

(4                           )           p n k p in D  
2 2 0 

(4                                        )           p q on D  

(2        )                              p q
on D

l l

    
    

    

                       

kمقادیری از ثابنت انتشنار     جنواب   هنا آنکنه بنه ازای    0

ی معادلنه مقادیر  ویژهوجود داشته باشد را  (q،p) غیربدیهی

در حقیقنت  مقنادیر  وینژه  .[4] گویند Dبرای جسم  یصوت

هنا میندان    به ازای آن هستند که kمقادیری از ثابت انتشار 

u یشده پراکنده
s  که متناظر با میدان تابشی(u

i باشد(  می


1 Inverse scattering problems 

مقداری برابر صفر داشته باشد. بنه عبنارئ دیگنر بنه ازای     

به جسنم هنیم منوجی را پراکننده      ادیر، موج تابشیمق ویژه

   کند.نمی

 وجننودسیلوسننتر و پیواریانننت اولننین بننار  8552سننال در 

هنای  و محنیط  صنوتی حقیقنی را بنرای امنواج     مقادیر ویژه

دانشمندان همیشه در فرآیند . [2]همسانگرد اثبائ کردند 

کردنند در  منی  سنعی  یحل مسالل مربوط به انتشنار صنوت  

مقادیر  ویژهمربوط به بسامد ی کار کنند که دورتر از بسامد

مسنئله خاصنیت ین  بنه ین        ،هابسامدباشد زیرا در این 

تنا  [. 18-9] دادپنذیری خنود را از دسنت منی     ودن و حلب

برای اولین بار دو ریاضنیدان متوجنه    8519اینکه در سال 

در منورد جنن     اطلاعاتی دارایمقادیر  ویژهشدند که این 

در بخن  بعندی    .[12] دباشن میسی آن شکل هند ماده و

ن را ی آو رابطنه شده  تر متمرکز بی  مقادیر ویژهروی این 

 . گردد میشکست استخراج  با ضریب

uصورئ به uی  مؤلفهاگر  p q   گناه بنا   آن شنود تعریف

 :آید ( بدست می15رابطه ) (4( و )4) وابطاستفاده از ر

(15  )                                k u k ( n )p   
2 2 2 1                     

ینن  ، (15) یدرون رابطننه (4)ی گننذاری رابطننه ا جننایبنن

 چهاری ی دیفرانسیل جزلی مرتبهی معادل از معادله رابطه

 :آید بدست می

(11             )           n k k u in D
n
     
 



2 2 2 21
0

1
 

( 9( و )2)با اسنتفاده از روابنط    uتابپ جدید  شرایط مرزی

 شوند:بدین صورئ می

(18                                    )u
u , on D

l


  


0 0 

حسناب تیییراتنی بینان    شنکل  ی فوق بنه  حال اگر مسئله

( 18( و )11)، با استفاده از انتگرال جز به جز، روابنط  شود

( 12ای کنه رابطنه )  گونه به باشندمی uبا یافتن تابپ معادل 

 :آید بدست می

(12              )       
 

 

D

u k u
n

k n d x H (D )

 


      


2 2

2 2 2

0

1

1

0

 

فضننای سننوبولف  تننابپ دلخننواهی از در ایننن رابطننه تننابپ 

H (D )
2

0
 شود:صورئ زیر تعریف می باشد که بهمی 

(16)                        



H (D ) u H (D ) :

s.t. u & u l o n D

 

    

2 2

0

0 0
    



وردی و همکاران محسن تاری -خواص مواد تعیین برای صوتی ی عنوان استفاده از ویژه مقادیر معادله

0010/ بهار و تابستان 0/ شماره 01مجله انجمن مهندسی صوتیات ایران/ دوره 



69



Hفضای  (D )
دوم  ی مرتبنه سنوبولف  نینز همنان فضنای     2

 .[16] باشد می

ی ی محاسبه، مسئلهشدگونه که قبلاً نیز بدان اشاره  همان

. حنال اگنر   باشد می خطیی غیرشکست ی  مسئله ضریب

 معادلائ ماتریسنی تقرینب زد   شکلاین مسئله را به  بتوان

شنود. لنذا بنرای    ی خطنی منی  گاه تبدیل به ی  مسئله آن

ای مناسبی برای فضنای  هپایه استی این امر نیاز ساز پیاده

 یی صوتمعادلهبردار  ویژهو  گرفته شونددر نظر  حل مسئله

عملگنر  توابنپ  وینژه  . داده شنوند ها بسنط  حسب این پایهبر

H هنایی را بنرای فضنای   ی چهارم، پایهبیضوی مرتبه (D )
2

0
 

ی کنه در اینن فضنا قنرار دارد را     کنند و هر بردارایجاد می

دامنه  در ا .[14-10] ها بسنط داد حسب این پایهتوان برمی

 .شود پرداخته میسازی این موضوع  به پیاده

توابپ  فرض کنید مجموعه i i






1
توابپ پایه بنرای فضنای    

 باشند که در روابط زیر صدق کنند: مسئله

(10                                   )          
i i i

L in D    

(14        )                        i

i
, on D

l

 
   


0 0                

ی ضنوی مرتبنه  بی عملگنر همنان    Lدر این روابنط عملگنر   

 چهارم بوده و توابپ
i

 و
i

 و  بردارهنا  وینژه ترتینب   نیز به

وینژه  کنرد کنه    باید دقت) باشندمی عملگراین مقادیر  ویژه

متفناوئ   L عملگنر توابنپ  وینژه  بنا   یی صنوت توابپ معادلنه 

( و kی  وینژه )متناظر با مقندار   uk که اولی با نماد باشند می

دومی با نماد
i

  شوند داده مینشان).   

را  یصنوت  یمعادلنه  وینژه توابنپ  حال در این مرحلنه بایند   

 :دادبرحسب این توابپ پایه بسط 

(14 )                                              
k i i

i

u a





 
1

            

 یی صنوت بنردار معادلنه   وینژه مین اُ -k  ی دهنده نشان uk که

. حال باشندمینیز ضرایب این بسط  ai هایثابتباشد و می

 زیر تقریب زد:شکل  را به uk توانمی

(12                                   )           
 P

P

k i i

i

u a


 
1

 

P ی تعداد جملائ تقریب در بسط منورد نظنر  دهنده نشان 

 (12)ی رابطنه  وندر (12)ی رابطه گذاری با جای .باشدمی

ی هننای ریاضننی، رابطننهسننازی سننری سنناده و انجننام ینن 

 شود:می ماتریسی زیر حاصل

(19)               
( p ) ( p ) ( p ) ( p ) ( p )

x k Y ... k Z a   
 

2 4

0 

صورئ به aدر این رابطه بردار ضرایب  
T

M
a a a a a1 2 3= 

هایشود و ماتری تعریف می P
X، P

Y و P
Z صورئ  نیز به

 باشند:زیر می

(85               )              P

ji

D

X dx
n

    



2 21

1
 

(81         )              

 P

ji

D

ji

D

n
Y dx

n

dx
n

    


   






2

2

1

1

1

 

(88 )                                    P

ji

D

n
Z dx

n
  


1

 

Nها این ماتری  N   بنوده وi، j -     صنحی   هنا نینز اعنداد

,i ای کهگونه باشند به می j , , , ..., N 1 2 توان  از طرفی می ،3

را  هنا آنهنا خودالحناق بنوده و    ن مناتری  اثبائ نمنود این  

 خطنی بینان نمنود   مقنادیر   ویژهی مسئلهشکل توان به  می

، شنندبنندان اشنناره   8 کننه در بخنن  گونننه  همننان. [14]

مقنادیری از ثابنت   در حقیقنت   یی صوت معادلهمقادیر  ویژه

در  شکست ثابنت  ی ی  ضریبکه به ازا باشندمی kانتشار 

در نهاینت بنه کمن      و کننند صدق می (9تا ) (4)ی  رابطه

ای را یافننت کننه بننین  تننوان معادلننهمننی، (19)ی رابطننه

بنرای  ارتبناط برقنرار نمایند.    مقنادیر   وینژه شکست و  ضریب

مسئله معلوم  مقادیر ویژه باید شکست دست آوردن ضریب به

را بنرای   n. لذا در ابتدا ی  ضریب شکسنت دلخنواه   باشند

 مقنادیر  ه وینژ ی زینر  معادلنه  و با حنل  مسئله در نظر گرفته

 :[14] گرددمیشکست استخراج  متناظر با این ضریب

(82                   )     

     

   

 

m m m

m m

m

m
J k kJ k J k

m
J k n k n [J k n

J k n ] , m , , ...





    


   


   

2

1

2

1
0 0 1

 

شکسنت   ضنریب کنه   شنود  ی بعندی فنرض منی   در مرحله

مقننادیر  ویننژهو  (19)ی مجهننول باشنند و بننه کمنن  رابطننه

 nضریب شکسنت   بازسازی ی قبل،دست آمده در مرحله به

n شنده بنا    شکست بازسازی )ضریب شود انجام می
   نمنای

 (.شود داده می

کنه   اسنت نیناز   (88( تنا ) 85)هنای  برای ایجناد مناتری   

های  پایه 
N

i i 


1
وینژه  . در مختصائ قطبنی،  شوندتشکیل  

صورئ ترکینب   ثابت، به i ی  به ازای( 10)ی رابطهتوابپ 
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خطنننی از 
i

J ( ) cos(i )   و
i

J ( ) sin(i )   و
i

I ( ) cos(i )   و

i
I ( ) cos(i )  تنوان اثبنائ   . از طرفی منی [12] 1باشندمی

ی زینر قابنل اسنتخراج    از رابطنه  i کرد که مقنادیر ثابنت  

 [:14] هستند

(86      )                      

   

i i i i

i i i i

J J
det

I I

    
 

     

0 

n ی شنده  شکست بازسازی ی ضریب مقایسهدر انتها نیز با 
 

ی اول تعرینف شند(   در مرحله) nی هشکست اولی با ضریب

 .  زددقت روش خود را تخمین  توانمی

سازی روش پیشننهادی   پیادهل طب  توضیحائ فوق، مراح

 مرحله خلاصه نمود: چهارتوان در را می

بنرای مسنئله    n دلخنواه  شکسنت  ضریب ی  ابتدا الف( در

مقادیر  ویژه (82)ی و سپ  به کم  رابطه شودتعریف می

شکسنت معلنوم    اینن ضنریب   بنه ازای ( 9( تنا ) 4)معادلائ 

    .گردداستخراج می

 هنای ، پاینه (14)و  (10)با استفاده از روابط  ب( 
N

i i 


1
را  

تشنکیل   (19)ی ها رابطهو به کم  این پایه سبه کردهمحا

 .گردد می

 مجهنول  مسنئله  شکست ضریب که شودمی فرض حال ج(

 جنزم  )النف(  یمرحلنه  در آمده دست به مقادیر ویژه و باشد

 (19) یرابطنننه کمننن  بنننه. باشنننند مسنننئله معلومنننائ

شوند.بازیابی میمقادیر  ویژهاز روی این شکست  ضریب

n یشنننده بازسنننازی شکسنننت ضنننریب مقننندار د(
 بنننا 

شنوند و خطنای   مقایسه می )الف( یمرحله شکست ضریب

 . گردندزای مواد مختلف استخراج میبه ا نسبی مسئله

سنازی   ثنال کناربردی بنه پیناده    بخ  بعدی با ذکر چند م

ست اجسام شک ضریب( پرداخته و دقت تعیین 19ی )رابطه

 نماید.مختلف را بررسی می
 

 . نتایج  5

ی ماتریسنی  ین  معادلنه  بنه   شده در بخ  قبل روش اراله

را مقنادیر   ویژهشکست و  یبی بین ضرکه رابطه شدمنتهی 

بنه   2در فضنای اینن روش   حال در این بخ نمود.  بیان

 بنا  مختلنف سه نمونه از منواد   .شود میاعمال  دیس  واحد

nضرایب شکست  
1

2،n 
2

nو 6 
3

 در نظر گرفته 20


1 Ii() باشد.تابپ بسل هذلولوی می  

Nمتفنناوئ و در دو حالننت  
1

N و 10 
2

حننل مسننئله  20

 .شود می
کنه بنا   دهند  نمنای  منی  را  iمقنادیر   ویژهتوزیپ  8 شکل

ترسنیم  های مختلف  - i( و به ازای 86ی )استفاده از رابطه

کنه  هسنتند  ای  گوننه  بنه شده است. نمودارهای این شنکل  

ی متنناظر  وینژه  بیانگر مقندار  هاآنی اول هر ی  از ریشه

ی اول آورده ریشنه  15نینز مقنادیر    1در جندول  .باشدمی

 .استشده 

 


اولین دلخواه، محل  iبه ازای ی   ،i مقادیرویژه توزیپ  2شکل 

 باشد.متناظر می i یدهنده ی هر نمودار نشانریشه


 .9...1 5=i ازای به iمقادیر  ویژهتوزیپ  0 جدول

I 5 1 8 2 6 

i 194/2 41/6 95/0 16/4 26/2 

I 0 4 4 2 9 

i 08/9 42/15 26/11 94/18 59/16 

 

nشکست ثابنت   به ازای ضریب   مقنادیر  وینژه توزینپ  ، 20

 2 مطناب  شنکل  ( 82ی )معادلنه براسناس   یی صوتمعادله

ی اول هنر ین  از نمودارهنا    ای که ریشنه گونه به ،باشدمی

توزینپ   نینز  8 در جدولباشد. متناظر میمقادیر  ویژهبیانگر 

شکست متفاوئ آورده شنده   به ازای ضرایب مقادیر ویژهاین 

 .است

شنده بنه    شکسنت بازسنازی   مقادیر ضریب 6 و 2 در جدول

 ت اولندر حال اند.دهناسبه شن  روش پیشنهادی محنکم
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به ازای ضریب شکست یی صوتمعادلهویژه مقادیر توزیپ  5شکل 

n  mی مربوط به نمودارمحل اولین ریشه، 20   یدهنده نشان 0

kی مقدارویژه .
0

0  باشد.می 8815


شکست  به ازای ضرایب یی صوتمقادیر معادله توزیپ ویژه 2 جدول

mی متناظر با اولین ریشه و به ازای مقدار ویژه متفاوئ؛  0. 

N 8 4 85 

5k 24/4 26/1 22/5 

 

شنده   پایه در نظر گرفته 85پایه و در حالت دوم  15تعداد 

n یمؤلفننه. اسننت
 شننده  شکسننت بازسننازی همننان ضننریب

که بیانگر اطلاعاتی در منورد جنن  ین  مناده و     باشد  می

جندول  سنتون چهنارم    .باشدمیآن  صوتی  ضریب شکست

ی  دهند کنه از رابطنه   خطای نسنبی مسنئله را نشنان منی    

rr

n n
e

n


*
 گردد.استخراج می -

 
Nبازسازی ضرایب شکست به ازای  5جدول  10. 

n 5k n err 

8 24/4 12/1 620/5 

4 262/1 26/4 16/5 

85 22/5 11/19 566/5 


در ادامه، بنرای بررسنی صنحت مسنئله، روش پیشننهادی      

. اینن  گردد میبا روش فضای دوگان مقایسه  مطالعه حاضر

کنه   [19]معرفی شند   کالتن و مان روش اولین بار توسط 

 در حقیقت به تعیین ی  فانکشنال خطی در فضای دوگان

L (S )
2 و در نهایننت مسننئله را بننه شننکل ینن   پننردازد  مننی2

 [.81-85] کندبندی می ی بهینه سازی فرمول مسئله



Nبازسازی ضرایب شکست به ازای  0 جدول  20. 
n 5k n err 

8 24/4 44/8 220/5 

4 26/1 02/0 54/5 

85 22/5 26/19 559/5 

 

شکست متفاوئ آورده مختلف با ضرایب  وادم، 0 ولدر جد

اننند کننه بننه کمنن  روش فضننای دوگننان و روش     شننده

*هنای مؤلفه. اند شدهپیشنهادی، بازسازی 

d
nو *

e
n ترتینب   بنه

شده به روش فضنای دوگنان و    های بازسازیشکست ضریب

d چنننین باشننند هننممننی روش پیشنننهادی

rr
eو e

rr
e  نیننز

ی خطننای نسننبی ایننن دو روش دهنننده ترتیننب نشننان بننه

 .باشند می

 
ی بازسازی ضرایب شکست به کم  روش  مقایسه 3جدول 

Nو روش فضای دوگان ) مقادیر ویژه  20.) 

n 
e

n
 *

d
n

e

rr
e

d

rr
e 

2/1 842/5 201/5 

8 84/2 420/5  
4 26/4 444/2 162/5 641/5 

1552/11 51/12 152/5 251/5 

85 11/19 54/82 5660/5 125/5 

2552/89 12/22 5181/5 154/5 


شننود، بننه ازای مشنناهده مننی 0همانگونننه کننه در جنندول 

هنای کوچن ، روش فضنای دوگنان هننیم      شکسنت  ضنریب 

تری برخنوردار   پاسخی ندارد و روش پیشنهادی از دقت کم

کسنت، دقنت روش   ش . به ازای سایر مقادیر ضنریب باشدمی

 باشد.پیشنهادی بالاتر می


 . بحث 0

هنای مختلنف پزشنکی،     هاز نیازهای اساسنی در حنوز   یکی

بنه تعینین جنن  و ماهینت      مربوط غیرهنظامی، صنعت و 

مربوط به جن  ی  جسم  عاملترین مهماشد. باجسام می

، لذا در این مقالنه سنعی   باشدآن می شکست صوتی ضریب

مننواد مختلننف  صننوتی شکسننت ی ضننریبمؤلفننهشنند کننه 

  .استخراج گردند

تنوان بنا   که به کم  آن منی  روشی اراله شددر این مقاله 
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 یی صنوت معادلنه مقادیر  ویژهاطلاعائ مربوط به استفاده از 

مسنالل  در  .اجسنام را تعینین کنرد    صنوتی  شکست ضریب

دلینل بند وضنعی، بنرخلاف مسنالل       پراکندگی معکوس بنه 

امکان وجنود نندارد کنه بتنوان از     پراکندگی مستقیم، این 

از طنرف دیگنر از    اسنتفاده کنرد.  ئ فضای هیلبنرئ  فرضیا

بولف جا که مسنالل پراکنندگی معکنوس در فضنای سنو      آن

 های که پایهنیاز است  گیرند،مورد تحلیل و بررسی قرار می

هنا را  ربردا وینژه  بتنوان  مناسبی برای این فضا پیدا کرد که

عملگنر  بردارهنای   وینژه از  لذاها بسط داد. برحسب این پایه

های فضای حل مسنئله  عنوان پایه به چهاری بیضوی مرتبه

 یی صننوت معادلننهبردارهننای  ویننژهو سننپ   اسننتفاده شنند

ینن  د. در نهایننت هننا بسننط داده شنندنرحسننب ایننن پایننهب

 هنای  نظرینه که با استفاده از  حاصل شدی ی انتگرال لهمعاد

هنای ریاضنی،   سازی انجام یکسری ساده تیییراتی وحساب 

ی ایننن رابطننه .دی ماتریسننی اسننتخراج گردیننرابطننه ینن 

ماتریسی در حقیقت بین مقنادیر وینژه و ضنریب شکسنت     

ی دترمیننان اینن   بنا محاسنبه  نماید. اده ارتباط برقرار میم

مقنادیر   وینژه شکسنت را از روی   تنوان ضنریب  منی  ماتری 

 بازسازی نمود.  

، روش پیشننهادی  روش ابداعی و دقت برای بررسی صحت

ضرایب شکسنت متفناوئ    جسم با به چندین 2در فضای

اولینه صنورئ   بازسازی ضرایب شکست سپ  و  اعمال شد

. ی دقت خنوب اینن روش بنود   دهنده نشانکه نتایج  گرفت

ن روش هنای مختلنف نینز این    چنین به ازای تعداد پاینه  هم

روی هنا  و اثر افنزای  تعنداد پاینه   مورد بررسی قرار گرفت 

شندن مبحنث    تنر کامنل  برای .دقت مسئله نشان داده شد

شننده، نتننایج حاصننل از روش  رالننهاروش  در سنننجیاعتبار

. نند منورد بررسنی قنرار گرفت   فضای دوگنان نینز در انتهنا    

 دو وئ با استفاده از هرچندین ماده با ضرایب شکست متفا

 بنا  شده حاصل هایداده مورد بازسازی قرار گرفتند و روش

یکدیگر مقایسنه شندند. در انتهنا مشناهده شند کنه روش       

تننری  از خطننای کننمبننرای تمننامی ایننن مننواد، پیشنننهادی 

چننین مشناهده شند کنه هنر چنه        و هم باشدوردار میبرخ

ابد، خطنای بازسنازی بنه    یشکست ی  ماده افزای   ضریب

   .یابد مینسبت خوبی کاه  
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شکسنت   ینین ضنریب  تعهای طیفنی بنرای   استفاده از داده

مند بنرای حنل مسنالل پراکنندگی     ی  روش نظام ،اجسام

ی معکنوس  مسنئله  جایی که نماید. از آناراله میمعکوس 

باشد، با تبدیل آن بنه  خطی میناپایدار و غیری ی  مسئله

دسنت   بنه ی خطنی پایندار   ی ماتریسنی ین  مسنئله   رابطه

نشنان  سنازی   نتنایج شنبیه  باشند.  آید که همگرا نیز می می

دادند که دو عامل روی کاه  خطنای نسنبی و بازسنازی    

؛ اولنی مربنوط بنه    باشندمیگذار شکست اثر تر ضریب دقی 

بند  یاافزای  می شکست ماده بود که هر چه افزای  ضریب

تنری   ابند و بنا دقنت بنی     ی آن کناه  منی   خطای نسنبی 

توان آن را بازسازی کرد. عامنل دوم مربنوط بنه تعنداد      می

باشند که بنا افنزای     می در بسط مورد نظر جملائ تقریب

 .ابدینیز خطای نسبی مسئله کاه  می هاآن

 

 تقدیر و تشکر .4

های همه جانبه دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابنل   از حمایت

و قندردانی بعمنل    جهت تندوین اینن مقالنه کمنال تشنکر     

.  آید می

 

 . تضاد منافع7

در اینن مقالنه   گونه تضاد مننافعی   شایان ذکر است که هیم

وجود ندارد.
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